Kalkulatory

Krzysztof Mostowski 
kmostows@o2.pl
Wacław Zawadowski
wacek@mimuw.edu.pl
Wstęp

Przyjęcie do stałego użytku nawet najprostszego kalkulatora zmienia nasz sposób myślenia o liczbach. Uczymy się wtedy dialogu z kalkulatorem. Działania dwuargumentowe możemy wtedy traktować jednoargumentowo. Działamy wtedy na ostatni wynik w kalkulatorze:
      plus dwa, 

      razy trzy,

      podziel przez pięć,

      minus cztery,

      weź pierwiastek... 
Tak wyrażone funkcje są różnowartościowe, a więc odwracalne. To jest bardzo ważna, istotna własność tak potraktowanych działań arytmetycznych. Jednoargumentowo. 
Ważny jest też całościowy obraz tych operacji, przedstawionych wizualnie na osi liczbowej. Liczby traktujemy wizualnie jako punkty na osi liczbowej, patrzymy na liczby całościowo, używamy liczb do porównań, umieszczając je na osi liczbowej i do obliczeń wieloetapowych z odpowiednim zapisem lub wyobrażeniem tego zapisu w głowie. Takie rachowanie z kalkulatorem w ręku może być czymś przyjemnym. Widzimy też, że dialog z kalkulatorem dzieje się w języku liczb dziesiętnych.

Zbiór liczb dziesiętnych jest często pomijany przy wyliczaniu kolejnych rozszerzeń zbioru liczb naturalnych. Kolejne etapy w drodze do liczb rzeczywistych są zwykle prezentowane w taki sposób:

liczny naturalne


N
liczby całkowite

C 

(w innych krajach zwykle 
Z  )
liczby wymierne

W 

(w innych krajach zwykle 
Q  )

liczby rzeczywiste 

R.

Brakuje na tej liście liczb dziesiętnych D.

Kalkulatory posługują się przede wszystkim liczbami dziesiętnymi. Liczby dziesiętne łatwo umieszcza się na osi liczbowej i łatwo też jest ustalić, która z nich jest mniejsza, a która większa. Wartości ułamków najłatwiej porównujemy przez podzielenie licznika przez mianownik i otrzymanie odpowiedniego przybliżenia dziesiętnego na osi liczbowej. Dlatego w dzisiejszych czasach najlepsza droga do liczb rzeczywistych prowadzi poprzez liczby dziesiętne, a nie liczby wymierne, postrzegane jako wartości ułamków:

N  →  C  →  D  →  R,

tzn. liczby naturalne zanurzamy w liczbach całkowitych, potem w dziesiętnych, potem w rzeczywistych. Na początku omijamy liczby wymierne. Wracamy do nich potem, szukając ułamka, który odpowiada danemu rozwinięciu dziesiętnemu okresowemu, i mamy: 

N  
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  C  
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  D  
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  W  
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  R.
W Podstawie programowej liczby dziesiętne nie są wymieniane po imieniu. Ale na samym początku działu Matematyka, stwierdza się tam wyraźnie, że posługiwanie się kalkulatorami wypiera rachowanie w starym stylu i pozwala na ominięcie żmudnych rachunków, co przyczynia się do tego, że matematyka może stać się atrakcyjna dla szerszego kręgu uczniów. Liczby dziesiętne same wysuwają się wtedy na pierwszy plan. Posługiwanie się kalkulatorem jest silnym bodźcem do wykonywania sporej liczby rachunków i oszacowań „w głowie”. Uczniowie mogą się w tym ćwiczyć nawzajem lub nawet w pojedynkę tak, jak uczą się grać na instrumencie. Sami się wtedy mogą sprawdzać i korygować obliczenia wykonywane w głowie, gdy mają ten instrument rachunkowy w ręku.

Poznaj swój 4-działaniowy kalkulator
Chodzi na początek o ten najprostszy czterodziałaniowy, jaki na pewno macie. Taki kalkulator kosztuje mniej więcej 4 czy 5 zł.
Bardzo jest ważne, aby zgrabnie zapisywać przebieg obliczenia. Każde obliczenie jest dialogiem z kalkulatorem. Ty mu coś wpiszesz, to znaczy zadasz jakieś pytanie za pomocą wpisu z klawiatury, a kalkulator Ci coś odpowie. Zadasz następne pytanie, a on Ci znów coś odpowie. To, co my wpisujemy, to jest nasze pytanie, zanotujemy z odstępem sześciu spacji od brzegu kartki. To co odpowiada kalkulator zapisujemy od samego brzegu kartki. 
Na przykład na moim kalkulatorze jest tak:


2+3 =
5


=
8


=
11


=
14


= 
17

Wynik dodawania nie zależy od kolejności argumentów, ale uwaga, powtórzenie prośby o wynik znakiem „równa się”:

=

powoduje dodanie drugiego argumentu do wyniku. Sprawdź, czy tak samo jest na Twoim kalkulatorze.
Teraz zobaczymy, czy podobnie jest z działaniem mnożenia:

2×3=
6


=
12


=
24


=
48

Widać, że przy mnożeniu jest inaczej. Powtórzenie prośby o wynik znakiem „równa się” powoduje pomnożenie wyniku przez pierwszą wpisaną liczbę, pierwszy czynnik. Sprawdź, czy tak jest zawsze z innymi liczbami.
(Sprawdź, jak to jest przy odejmowaniu i dzieleniu, i zapamiętaj)

Jeżeli w okienku kalkulatora jest np. liczba 48:

48
i naciśniemy klawisz M+, to w oknie kalkulatora nadal będzie liczba 48 i dodatkowo pojawi się mała literka M, która daje znać, że w pamięci kalkulatora jest jakaś liczba różna od zera.


M+
M 48

Ta zapamiętana przez kalkulator liczba nie zmienia się przy wykonywaniu obliczeń, ale możemy do niej coś dodać klawiszem M+ lub odjąć klawiszem M–. Na przykład:

2×48 =

M 96

=


 
M 192

=
M 384
Aby przywołać to, co zostało zapisane w pamięci, trzeba nacisnąć klawisz MRC (Memory Recall). Spróbujmy. Komentarz będziemy zapisywać zmniejszoną czcionką w szpiczastych nawiasach: 

MRC
M 48
<zgadza się, bo w pamięci było ciągle 48>

MRC
48
<powtórne naciśnięcie MRC wyzerowało pamięć, M znikło>

=
96
<48 weszło do drugiego miejsca w rejestrze, w pierwszym było ciągle 2>

=
192

 
Sprawdzimy teraz, co jest w pamięci, naciskając klawisz MRC:


MRC

0
<zgadza się, w pamięci było zero>

M+

0

MRC

0


 Czy tak jest na Twoim kalkulatorze?

W pamięci i w okienku po włączeniu kalkulatora jest zwykle zero


ON/C

0


MRC

0
Jak kalkulator zareaguje, gdy będziemy mnożyć przez kolejne liczby jeden razy dwa razy trzy i tak dalej:


1×2 =

2


×3 =
6

×4 =
24


×5 =
120


×6 =
720


×7 =
5040


×8 =
40320


×9 =
362880


×10 =
3628800

×11 =
39916800


×12 =

E 4.7900160 

W ten sposób kalkulator zasygnalizował błąd, jednocześnie miejsce, w którym pokazała się kropka, pokazuje nam, ilu cyfr brakuje z prawej strony do pełnego wyniku. Pokazując wynik ostatniego obliczenia kalkulator „obciął” jedno miejsce i klawiatura zablokowała się. Aby ją odblokować, trzeba nacisnąć klawisz ON/CE (na niektórych kalkulatorach) albo wyłączyć i włączyć kalkulator ponownie. W rezultacie kalkulator się odblokowuje, ale tracimy to, co było wpisane i w okienku pojawia się zero. W innych kalkulatorach, gdy są dwa klawisze, np. jeden klawisz ON/C, a drugi klawisz CE, wtedy naciśnięcie klawisza CE odblokowuje klawiaturę i w okienku mamy ostatnio pokazaną liczbę. W tym przypadku będzie to
4.7900160
i kalkulator traktuje ten wynik jak liczbę dziesiętną z cyfrą jedności 4 oddzieloną kropką dziesiętną od dalszych cyfr mniej znaczących.

Pomnożymy tę liczbę przez 10 i zobaczymy, co wtedy pokaże się w okienku.


×10 =

47.90016


×10 =

479.0016

Kalkulator nie pokazał więcej cyfr wyniku. Najwidoczniej zachowuje tylko osiem najbardziej znaczących cyfr wyniku, a resztę cyfr po prostu gubi. Można powiedzieć obrazowo, że obcina wynik i pokazuje tylko 8 cyfr. 

Zbadamy, jak to jest przy dzieleniu:


2÷3 =

0.6666666


×3 =

1.9999998 
<to za mało. Kalkulator obcina i nie pamięta cyfr, które obciął>

Spróbujmy jeszcze:


1÷ 9 =

0.1111111


×2 =


0.2222222


×3 =

0.6666666

5÷9 =

0.5555555


7÷9 =

0.7777777


8÷9 =

0.8888888

Te rachunki potwierdzają, że kalkulator obcina te cyfry wyniku, których nie może zmieścić w okienku i nie pamięta ich, nie zaokrągla wyniku „w górę”
Iloczyn kolejnych liczb naturalnych oznaczamy zwykle wykrzyknikiem:

2! = 2 
i mówimy „dwa silnia”
3! = 6 
trzy silnia
4! = 24 cztery silnia 
i tak dalej.
Te liczby szybko rosną. Kalkulator mógł obliczyć 11!, ale liczba 12! była dla niego za duża.

Zróbmy to obliczenie jeszcze raz, zapisując każde naciśnięcie klawisza osobno. Zauważ, że wprowadzenie następnego działania powoduje wykonanie poprzedniego:


2 
2

×3
3



×

6


4
4

×
24


×5
5

×
120

×6
6

×
720


×7

7


×

5040


×8

8


×

40320

i tak dalej. W przyszłości będziemy raczej unikać takich rozwlekłych zapisów. 
Już po takich wstępnych zajęciach z kalkulatorem można zadać uczniom pytanie: Co znaczy znak równości = na kalkulatorze?
Nie należy uczniom za mocno sugerować odpowiedzi, jednak konkluzja jest konieczna. Na kalkulatorze znak równości znaczy „proszę o wynik”. Język, którym porozumiewamy się z kalkulatorem, ma swoje utarte zwyczaje, inne niż „formalnie poprawne” zapisy w szkolnym zeszycie. W dialogu z kalkulatorem znak równości jest idiomem, który powstał spontanicznie dawno temu i zwalczanie tego sposobu użycia znaku równości nie ma sensu. Trzeba to zaakceptować. Gdy znak równości łączy dwa wyrażenia w zapisie formalnym, to dajemy przez to znać, że uważamy, że to, co jest po jego lewej stronie, znaczy to samo, co to zapisane po prawej: 
███  =  ███
Na kalkulatorze jest inaczej i możemy się przekonać o tym, badając reakcje kalkulatora na nasze żądania.

Możemy teraz razem z uczniami narysować, jak działa kalkulator (a może, co tam jest w jego środku). Na pewno jest miejsce na pierwszą wpisaną liczbę, działanie i drugą wpisaną liczbę. Widzimy w oknie kalkulatora tylko ostatnio wpisaną liczbę, nie widzimy działania. Tę liczbę, którą widzimy w oknie, możemy dodać do pamięci kalkulatora lub odjąć. Możemy to, co jest aktualnie w pamięci, wywołać bez wyzerowania pamięci lub – gdy dwa razy naciśniemy klawisz MRC – wywołać z wyzerowaniem pamięci. Mamy więc w kalkulatorze trzy miejsca, w których może być zapisana liczba, i jedno miejsce, gdzie wpisany jest znak działania.
PIERWSZA LICZBA  A, 
ZNAK DZIAŁANIA, 

DRUGA LICZBA  B, 

PAMIĘĆ

To, co widać w oknie kalkulatora, jest związane z tym miejscem, gdzie jest ostatnio zapisana liczba. Aby mieć dobry obraz sytuacji, uczniowie powinni narysować w swoim zeszycie, jak sobie to wyobrażają. 
Rysunek może być np. taki:
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Ilustracja 1
Na podstawie tego przykładowego opisu, co robi kalkulator, zaprojektuj według własnego gustu zajęcia zapoznające uczniów z tym, co robi taki najprostszy kalkulator. 
Zajęcia mogą mieć tytuł: Zbadaj swój czterodziałaniowy kalkulator. 
Przykładowe pytania:
1. Co znaczy powtarzane użycie znaku równości? (przy dodawaniu, przy dzieleniu)
2. Czy przy dzieleniu kalkulator zaokrągla wynik, czy też obcina te cyfry, których już nie może zmieścić w okienku? (podziel 2 przez 3 i zastanów się)
3. Co się stanie, gdy jedynkę podzielimy przez 99999999?
4. Co się stanie, gdy do liczby 99999999 dodamy liczbę 1?
Potem jedno z pytań może być też takie: 
Jak działa kalkulator w twojej komórce? Czy tak samo?

Gdy na moim 4-działaniowym kalkulatorze wpiszę przez pomyłkę lub naumyślnie dwa znaki działania po kolei, to kalkulator reaguje tylko na ten ostatnio wpisany znak. Stąd wnioskujemy, że kalkulator ma tylko jedno miejsce, gdzie zapisuje znak działania do wykonania. Gdy wpisujemy dwa znaki działania jeden po drugim, to ten drugi zajmuje miejsce tego pierwszego, a ten pierwszy znika. Na przykład:

2+×3 =

6


2×+3 =

5

Kalkulator może być źródłem wielu prostych tematów, które można zostawić uczniom samym do zbadania. Na przykład: co znaczą symbole 
[image: image6.wmf] , ÷ i w jaki sposób można ich użyć? Aby przeprowadzić to drogą odkrywania, przynajmniej częściowego odkrywania z minimalną pomocą nauczyciela, trzeba zaproponować jednolity sposób notowania dialogu z kalkulatorem. Taki został przedstawiony powyżej. Nasz wpis musi się wyraźnie różnic od tego, co odpowiedział kalkulator. Rozpoczynanie polecenia i odpowiedzi od nowej linii nie jest marnowaniem papieru. To jest konieczne dla jasnego rozróżnienia znaczenia obu tych zapisów. W nauczaniu wczesnoszkolnym i w szkole podstawowej można nawet jeszcze bardziej to podkreślić w ten sposób, że używamy kartki papieru A4, którą zginamy na pół, jeszcze raz równolegle na pół i jeszcze raz, tak aby powstało 8 równoległych pasków do zapisu, używamy wyraźnego grubego mazaka. 
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Ilustracja 2

Każdy uczeń może wtedy zapisać cztery razy swoje pytanie do kalkulatora i jego odpowiedź. Po krótkim czasie, gdy zadane zostaną te cztery pytania i odpowiedzi, możemy zebrać kartki i wywiesić na tablicy, tak aby uczniowie mogli porównać swoje prace, a nauczyciel – je skomentować. 
[image: image8.jpg]



Ilustracja 3. Co będzie dalej?
Dotychczas przedstawione zadania i postawione pytania były łatwe. Trudniejsze może być odkrycie, co znaczą pewne złożenia symboli, których w pisemnym, ręcznie wykonywanym rachunku nie używa się lub też używa się, ale w innej konwencji.

Jednym z takich tematów jest zbadanie operacji odwrotnych do dodawania i odwrotnych do mnożenia. Tak postawione zadanie wymaga pewnej dojrzałości od ucznia i pewnego obycia z kalkulatorem ze strony nauczyciela.
Zapisywanie liczb ujemnych
Do zbadania może być też, co się stanie, gdy znak działania wpiszemy do kalkulatora przed wprowadzeniem liczby i znakiem równości (którym poprosimy o wynik). Na przykład tak:

ON/C

0


+23 =

23


=


46


=
69 
Spróbujemy, jak to jest ze znakiem minus –. Zacznijmy od odejmowania:

ON/C


0


–2

2
<kalkulator nadal pokazuje 2, zapamiętał znak działania, ale czeka na znak wykonaj =>


=

–2
<teraz zmienił znak dwójki i pokazał –2>


=

–4
<do minus dwójki, –2, dodał minus dwójkę i pokazał –4 >

=

–6
<do minus czwórki, –4, dodał minus dwójkę i pokazał –6>


=


<co teraz pokaże jako wynik?>
Po drugiej stronie zera
Zobaczymy, jak to jest z mnożeniem liczb ujemnych:

–2×–2 =

–4


=

–6


=

–8
<kalkulator zignorował znak mnożenia i zareagował na znak odejmowania>

No to spróbujmy inaczej. Zapamiętajmy liczbę ujemną w pamięci M.


ON/C

0


2 M–

M 2
<sygnalizuje, że coś ma w pamięci, wiemy, że to powinna być minus dwójka. Zobaczymy, co 
zrobi, jak pomnożymy tę minus dwójkę przez to, co pokazuje, tj. przez 2>


×MRC =

M –4


×MRC

M 8


×MRC

M –16


×MRC

M 32

Pomnożenie przez liczbę ujemną zmienia znak, to znaczy przenosi liczbę na drugą stronę zera.

–1         0        1 
    ────▪────▪────▪────▪────▪─►
–█                                                 █
  █                                              – █

Zauważ, że wyrażenie „zmienia znak” jest idiomem. Liczba nie ma znaku. Liczba znajduje się po lewej lub po prawej stronie zera. Znak plus lub minus może wystąpić w jej zapisie. Liczba jest dodatnia lub ujemna lub jest zerem, niezależnie od tego, ilu i jakich znaków użyto do jej zapisu.

Zauważ, że gdy już zobaczymy z uczniami, a może nawet trzeba powiedzieć „odkryjemy” z nimi, że pomnożenie przez –1 przenosi liczbę symetrycznie z jednej strony zera na drugą, wtedy mamy nowe, geometryczne uzasadnienie, że „minus razy minus jest plus”. Taka geometryczna argumentacja powinna pojawić się w odpowiednim momencie, ale w zasadzie im wcześniej uczniowie to zobaczą i zrozumieją tę „skakankę”, tym lepiej. 
Taki sposób wyjaśnienia tej tajemniczej zasady „minus razy minus jest plus” nadaje jej wyraźne znaczenie i daje zupełnie inny sposób jej rozumienia. To jest przykład rozumienia strukturalnego. Rozumienie strukturalne jest całościowe (integrujące) i jest oparte na budowaniu znaczeń. W naszym przypadku budowanie znaczeń oparte jest na całościowym przedstawieniu liczb na osi liczbowej i interpretowaniu, co się dzieje z liczbą, gdy poddaje się ją różnego rodzaju działaniom, takim jak „plus osiem”, „minus dwa”, „razy pięć”, „podzielić przez pięć”. Do każdego działania staramy się dobrać działanie odwrotne. Nie zawsze jest to możliwe. Np. do działania „pomnożyć przez zero” nie ma działania odwrotnego. Rozumienie strukturalne kalkulatora oparte jest na interpretacji geometrycznej liczb.

Krygowska odróżnia trzy rodzaje rozumienia:

- rozumienie formalne
- rozumienie operatywne

- rozumienie strukturalne.

Rozumienie formalne daje na przkład wyprowadzenie tej zasady „mnożenia znaków” z równości 
(a + (–a)) = 0, 
którą trzeba pomnożyć przez –b. Przez wymuszenie rozdzielności dodawania względem mnożenia i regułki o zmianie znaku przy przenoszeniu „na drugą stronę” uzyskujemy: 
–ba + (–b)(–a) = 0,    (–b)(–a) = ba.

Rozumienie operatywne natomiast polega na sprawnym wykonywaniu tych i podobnych rachunków przy przyjęciu pewnych reguł bez wgłębiania się w to, skąd się te reguły biorą.
Aby skutecznie posługiwać się liczbami, są potrzebne wszystkie trzy rodzaju rozumienia, ale każde z nich trzeba sprawdzać inaczej. Jednak rozumienie strukturalne jest dla myślenia w stylu matematycznym najważniejsze. Każde z tych trzech rodzajów rozumienia pomaga w opanowaniu pozostałych dwóch.
Odwrotności 

Zbadajmy teraz, jaki skutek powoduje użycie sekwencji znaków ÷ = jeden po drugim:


2÷ =

0.5


÷ =

2


 ÷ =

0.5


4÷ =

0.25


÷ =

4

…

Po wpisaniu liczby ta sekwencja znaków daje odwrotność tej liczby. Liczby większe od jedynki po zastosowaniu ÷ = przechodzą na liczby dodatnie mniejsze od jedynki. Liczby dodatnie mniejsze od jedynki przechodzą na liczby większe od jedynki.

Rysunkowo można to przedstawić tak:

[image: image9.jpg]



Ilustracja 4.
A jak będzie z liczbami ujemnymi?

–5 =

–5


÷ =

–0.2


÷ =

–5

Odwrotność liczby ujemnej jest ujemna. Liczby ujemne zachowują się przy operacji ÷= tak jak lustrzane odbicia w zerze liczb dodatnich.
[image: image10.jpg]



Ilustracja 5. Operacje brania odwrotności liczb ujemnych i dodatnich
Jaka jest największa liczba na tym kalkulatorze?
O tym można mówić już w nauczaniu wczesnoszkolnym. Dzisiaj dzieci widzą kalkulatory w swoim otoczeniu znacznie częściej niż kiedyś. W każdym sklepie, w telewizji. I wszędzie widzą liczby dziesiętne.

ON/C MRC MRC

0

99999999 
<wydaje się, że to największa liczba dla tego kalkulatora>
99999999

+1 =
<zobaczymy, co będzie, gdy dodamy do niej jeden>
E 1.0000000 
<sygnalizuje błąd literą E, przestał działać, trzeba użyć ON/C>


ON/C

0

Ale gdy weźmiemy odwrotność tej liczby:

99999999÷=
0
<dostaniemy zero>
Kalkulator nie odróżnia odwrotności liczby 99999999 od zera.

A zobaczmy, co będzie z operacją dzielenia. Najpierw spróbujemy dzielenie przez 10.

ON/C

0


10÷10 =

 1


=

0.1


=

0.01


=

0.001


=

0.0001


=

0.00001


=

0.000001


=

0.0000001


=

0


×2=

0

Ten kalkulator nie odróżnia liczby mniejszej od 0.0000001 od zera.


ON/C

0


10÷2 =
5


=

2.5


=

1.25


=

0.625


=

0.3125


=

0.15625


=

0.078125


=

0.0390625
Jak te liczby zaznaczyć na osi liczbowej?

ON/C
0


÷2 =

0


2÷ =

0.5


÷ =

2


÷ = 

0.5


7÷ =

0.1428571


÷ =

7.0000021


÷ =

0.1428571

÷ = 

7.0000021


3÷ =

0.3333333


÷ =

3.0000003


÷ = 

0.3333333


÷ =

3.0000003


2÷3 =

0.6666666


÷ = 

1.5000001


÷ = 

0.6666666


÷ =

1.5000001


M+

M 1.5000001


÷ =

M 0.6666666


×MRC =
M 0.9999999


MRC

M 1.5000001


MRC
1.5000001

Pytania
1. Jak rozpoznać za pomocą kalkulatora, czy liczba jest parzysta?

2. Jak otrzymać kolejne wielokrotności jakiejś liczby?

3. Jak otrzymać odpowiedź na kalkulatorze, ile razy pewna liczba mieści się w drugiej?
4. Klasa liczy 33 osoby. Na wycieczkę potrzeba 4532 złote. Po ile mamy się złożyć?

Rozwiąż to zadanie, najpierw jaką metodą chcesz, a potem z użyciem kalkulatora. 

A potem wyobraź sobie, że masz 8 lat i potrafisz tylko dodawać i odejmować na kalkulatorze. Jak wtedy rozwiązałbyś to zadanie? Zapisz przebieg obliczeń.

5. Podziel 1 przez 9. Jak sprawdzić, czy otrzymałeś dokładny wynik, czy tylko przybliżony? 
6. Zbadaj, jak zachowują się kolejne wyniki, gdy liczbę większą od zera, ale mniejszą od jedynki, poddamy działaniu klawisza „pierwiastek”, 
[image: image11.wmf]? Jak będzie, gdy zrobimy to samo z liczbą większą od jedynki?
Kalkulatorowi możesz zadawać dużo podobnych pytań i zawsze dostaniesz odpowiedź, zwykle szybko i łatwo. Nie musisz sam wykonywać żmudnych rachunków. Ostatnie, szóste pytanie powyżej byłoby nawet dla nas za trudne. 
Powróćmy do wstępu. Napisaliśmy tam, że działania dwuargumentowe możemy traktować jednoargumentowo, przy ustalonym jednym z argumentów, a więc funkcyjnie. Tak otrzymane funkcje są różnowartościowe, a więc są to operacje odwracalne. Jest tylko jeden od tego wyjątek. Funkcja „pomnóż przez zero” nie jest różnowartościowa. Ta jedna jedyna funkcja nie ma funkcji odwrotnej. Dlatego nie można dzielić przez zero. 
Funkcja „pomnóż przez zero” posyła wszystkie liczby do liczby zero. 

Ale przede wszystkim liczby traktujemy wizualnie na osi liczbowej, patrzymy na nie całościowo i używamy ich stale do porównań i do obliczeń wieloetapowych z odpowiednim zapisem albo wyobrażeniem tego zapisu w głowie. Takie rachowanie może być czymś przyjemnym, nie tylko czyhaniem na czyjeś pomyłki.

Liczby dziesiętne pozwalają „osaczyć na osi liczbowej” inne liczby rzeczywiste, takie jak 
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 i wiele innych, takich jak π oraz e.
Potrzebne jest wtedy w ogóle inne spojrzenie na liczby rzeczywiste, opisane powyżej. Bardziej geometryczne, np. poprzez rozwinięcia dziesiętne nieskończone, traktowane jak adresy punktów na osi liczbowej.
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Ilustracja 6. Zabawa w układanie, cyfry z patyczków dla najmłodszych. Dobra nawet dla 6-latków.
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Ilustracja 7. Za ile dni będę dorosły?
Za ile dni będę dorosły? Bardzo dobrze się nadaje do porachowania z kalkulatorem w ręku, dla trochę starszych.

Łatwiejsze zadanie: policz ile jest dni do twoich najbliższych urodzin?
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Ilustracja 8. Metafora Kilpatricka (slajd ze spotkania AMS-PTM w Warszawie)
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Ilustracja 9. Ilustracja do metafory Kilpatricka: ułamki spadochrony

Skąd się bierze to, że „podzielić przez ułamek” znaczy: „pomnożyć przez jego odwrotność”? 
Do tego służy metafora funkcyjna dla ułamka: 

ułamek to jest „pomnóż przez licznik i podziel przez mianownik”.
Do takiej funkcji funkcją odwrotną jest:
„podziel przez licznik i pomnóż przez mianownik”.

Krótkie odniesienie do historii matematyki
Jeżeli dwa ułamki są równe, to każda liczba dziesiętna mniejsza od jednego z nich jest również mniejsza od drugiego 

i każda liczba dziesiętna większa od jednego jest również większa od drugiego. 

Liczby dziesiętne mogą posłużyć do współczesnej definicji proporcji. Ta definicja jest analogiczna do starej definicji z Elementów Euklidesa, Księga V, (Opisania). Ale Grecy nie znali ułamków. Nie mieli też ani liczb dziesiętnych, ani ułamków, ani liczb rzeczywistych, ani nie znali żadnego systemu pozycyjnego.  Posługiwali się „wielkościami”, takimi jak długości, powierzchnie, objętości – odnoszonymi do jednostek tych wielkości i ich wielokrotności. Kluczową rolę w tym miał algorytm Euklidesa, czyli naprzemienne odejmowanie (antaphairesis).  To było skomplikowane. Skomplikowana była ich definicja proporcji. 
My dzisiaj opisujemy proporcje za pomocą ułamków. Dzielimy licznik przez mianownik i porównujemy wyniki. Na kalkulatorze, oczywiście.
To współczesne potraktowanie proporcji jest proste i daje od razu orientacyjny sposób na sprawdzenie, czy dwie proporcje istotnie się różnią. Gauss twierdził, że największym nieszczęściem w historii matematyki było to, że Archimedes nie znał żadnego systemu pozycyjnego dla liczb, takiego, jak np. nasz dziesiątkowy (lub chociażby dwójkowy).

Określenie równości ułamków za pomocą liczb dziesiętnych zachęca do kalkulatora i doskonale pasuje do współczesnego stylu matematyki. 
Sformułujemy proste praktyczne kryterium porównywania dwóch ułamków:

Powiemy, że liczba dziesiętna rozdziela  dwa ułamki, jeżeli na osi liczbowej jest pomiędzy nimi. Jest większa od jednego z nich i mniejsza od drugiego. Jeżeli znajdziemy taką liczbę dziesiętną, to znaczy, że ułamki są różne. A jeżeli udowodnimy, że takiej liczby dziesiętnej nie ma, to znaczy, że ułamki są równe. Oparte na tym postępowanie wyjaśniające czy w pewien sposób określone liczby są równe, czy różne może się zakończyć, gdy są różne. Ale gdy są równe, to takie "kryterium dziesiętne" może nie dać odpowiedzi.
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